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Аннотация 

В работе рассматривается информационная технология реконструкции цифровой модели 
местности по паре стереоизображений. Для случая, когда параметры съёмки известны, де-
тально рассмотрены алгоритмы сопоставления изображений с учётом эпиполярных ограниче-
ний. При сопоставлении используются весовые коэффициенты, играющие роль функции 
штрафа при удалении сопоставляемой точки от эпиполярной линии. Рассмотрена также реа-
лизация технологии в случае, когда параметры съёмки не известны. При этом на начальном 
этапе решается задача идентификации фундаментальной матрицы по соответствующим точ-
кам. Достоинством предлагаемой технологии является отсутствие этапа ректификации изо-
бражений, вносящего дополнительные искажения, связанные с интерполяцией изображений. 
Приводится пример реконструкции ЦММ по космическим стереоизображениям.  
Ключевые слова: стереоизображения, сопоставление изображений, цифровая модель ме-

стности, карта диспарантности, согласованная идентификация, фундаментальная матрица, 
эпиполярная геометрия. 

Введение 

Создание цифровой модели местности (ЦММ) по 
космическим стереоизображениям является одной из 
наиболее актуальных задач дистанционного зондиро-
вания Земли. Традиционная информационная техно-
логия построения ЦММ состоит в последовательной 
реализации следующих этапов: ректификация сте-
реоизображений, нахождение соответственных точек, 
построение карты диспарантности. 

Ректификация состоит в «выравнивании» изобра-
жений таким образом, что соответствующие точки 
оказываются на параллельных строках, ориентирован-
ных в одном направлении. Это создаёт определённые 
удобства при последующем поиске на этих строках со-
ответствующих точек. В статье [1] рассмотрен метод 
проективной ректификации, предполагающий вычис-
ление фундаментальной матрицы по нескольким (не 
менее семи) соответствующим точкам. В работе [2] 
рассмотрен метод ректификации на основе декомпози-
ции матрицы проективного преобразования.  

Проективная ректификация неприменима в слу-
чае, когда эпиполюсы расположены на изображениях 
или слишком близко к изображению. В статье [3] для 
обеспечения возможности работы с эпиполюсами на 
изображениях предлагается полярная ректификация. 
Идея метода состоит в полярной развёртке изобра-
жений относительно эпиполюса. При этом соответст-
вующие точки на изображениях ищутся на так назы-
ваемых эпиполярных линиях, которые определяются 
с использованием заданной (или вычисленной по со-
ответствующим заданным тестовым точкам) фунда-
ментальной матрицы [4], [5].  

Предложенный метод, хотя и решает множество 
проблем проективной ректификации, не лишён не-
достатков. Например, полярная ректификация «не ра-
ботает» в случае, когда эпиполюс расположен в бес-
конечности или один эпиполюс расположен в беско-

нечности, а другой – на изображении. В работах [6] и 
[7] предпринята попытка распространить предложен-
ный метод на все случаи.  

Несмотря на многочисленные попытки улучшить 
методы проективной и полярной ректификации, все-
гда остаётся общий недостаток этих методов: в ходе 
ректификации в том или ином виде всегда осуществ-
ляется интерполяция отсчётов, что сопровождается 
неизбежными искажениями. Фактически после этого 
этапа поиск соответствий осуществляется «на дру-
гих» изображениях, существенно отличающихся от 
исходных. При этом возникают дополнительные 
трудности сопоставления стереоизображений. 

Ряд работ посвящён методам сопоставления с ис-
пользованием алгоритмов градиентного оптического 
потока [8]. Метод формирования сцены путём отсле-
живания движения, причём в случаях, когда движе-
ние неизвестно, рассмотрен в работе [9]. В работе 
[10] предложен метод отслеживания движения харак-
терных точек и линий на изображениях.  

Завершающим этапом традиционных технологий 
3D-реконструкции обычно является формирование 
карт диспарантности [11]. На этом этапе, вследствие 
ошибок в определении соответственных точек, воз-
никает проблема вычисления координат объектов. 
Дело в том, что лучи, на пересечении которых нахо-
дится искомая точка в трёхмерном пространстве, как 
правило, не пересекаются из-за относительных сме-
щений соответствующих точек. Связанные с этой 
проблемой трудности триангуляции рассматривались 
в работе [12]. В работе [13] предлагается технология, 
позволяющая избежать указанных проблем за счёт 
использования геометрических ограничений при по-
строении карты диспарантности. 

В настоящей работе предлагается технология 
восстановления цифровой модели местности, 
позволяющая в значительной степени избежать 
указанных выше недостатков. Мы строим технологию, 
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в которой соответствующие точки определяются сразу 
с учётом эпиполярных ограничений, что позволяет 
избежать этапа ректификации. При этом возникают 
некоторые специфические задачи, решению которых и 
посвящена настоящая работа.  

1. Постановка задачи построения ЦММ 
 по стереоизображениям 

Для построения ЦММ по стереоизображениям бу-
дем использовать модель камеры-обскуры. Камеры 
характеризуются матрицами: 
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где f , 1,2i =  – фокусные расстояния камер, ( )0 0,u v , 

1,2i =  – координаты главных точек камер в системах 
координат, связанных с камерами. Центры систем ко-
ординат первой и второй камер располагаются соот-
ветственно в точках 1c , 2c  глобальной системы коор-

динат. Эти точки в общем случае не совпадают с на-
чалом глобальной системы координат. 

Пусть M  – некоторая точка в глобальной системе 
координат, которая должна быть восстановлена по сте-
реоизображениям. Вектор координат точки M  в гло-
бальной системе координат связан с векторами коорди-
нат этой точки в системах координат первой – 1m  и 

второй – 2m  камер соотношениями [14]: 

1 1=m P M , (1) 

2 2=m P M , (2) 

где так называемые матрицы проекций определяются как 

[ ]1 1 1 1 ,=P K R tM  (3) 

[ ]2 2 2 2=P K R tM . (4) 

Здесь 1 2,R R  – матрицы размерности 3 3× , опи-
сывающие поворот систем координат первой и второй 

камер относительно глобальной, а 1 1, 1, , 1,,
T

x y zt t t =  t , 

2 2, 2, , 2,,
T

x y zt t t =  t  – координаты начала глобальной 

системы координат в системах координат первой и 
второй камер соответственно: 

1 1 1= −t R c , (5) 

2 2 2= −t R c . (6) 

Из рис. 1 видно, что координаты точки M  в трёх-
мерном пространстве могут быть вычислены с ис-
пользованием проекций m1,m2 точки M  на изображе-
ниях первой и второй камеры по соотношениям (1–6) 
как пересечение лучей (c1,m1) и (c2,m2). 

Соответствующие точки на двух проекциях связа-
ны фундаментальной 3×3-матрицей F [15], в частно-
сти, для точек, координаты которых заданы 3×1-

векторами 1 2,m m : [ ]1 1 1, ,1
T

u v=m , [ ]2 2 2, ,1
T

u v=m , 

выполняется условие  

1 2 0T F =m m , (7) 

где 
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Рис. 1. Модель эпиполярной геометрии 

Соотношение (7) задаёт эпиполярные ограничения 
на допустимые координаты соответствующих точек 
на стереоизображениях. Нетрудно заметить, что для 
учёта этих ограничений необходимо точное знание 
фундаментальной матрицы. 

Вторая проблема связана с тем, что фрагменты 
изображений вдоль эпиполярных линий могут быть 
подвержены значительным и притом различным на 
парах стереоизображений проективным искажениям, 
что создаёт дополнительные трудности в установле-
нии соответствий. 

Преодолению двух указанных проблем посвящена 
настоящая статья. В статье также приводится пример 
реконструкции ЦММ по космическим стереоизобра-
жениям с использованием предлагаемых алгоритмов 
поиска соответствующих точек с учётом эпиполяр-
ных ограничений. 

2. Сопоставление изображений с учётом 
эпиполярных ограничений 

Вначале рассмотрим более простой случай реализа-
ции технологии, когда фундаментальная матрица может 
быть вычислена по известным параметрам камер и из-
меренным (в моменты регистрации стереоизображений) 
параметрам движения космического аппарата. В качест-
ве прототипа будем рассматривать широко используе-
мый алгоритм для сопоставления произвольных изо-
бражений SimpleFlow [16]. Рассмотрим, как при извест-
ной фундаментальной матрице в критерий близости при 
сопоставлении точек могут быть добавлены эпиполяр-
ные ограничения. 

Обозначим координаты точек на первом изображе-
нии стереопары ( ),x y , а координаты соответствующих 

им точек на втором – ( ),x u y v+ + , где ,u v  – относи-

тельные сдвиги координат ,x y  соответственно. Пусть 

( )1 ,I x y  и ( )2 ,I x u y v+ +  – функции распределения яр-
кости отсчётов на этих изображениях. 

Задача состоит в поиске для каждой точки ( ),x y  на 

первом изображении соответствующей точки 

( ),x u y v+ +  на втором изображении. В качестве меры 

близости между значениями яркостей отсчётов будем 
использовать квадратичную норму: 
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( ) ( ) ( )1, , , , ,e I Ix y u v x y x u y v= − + + . (8) 

При этом задача нахождения наиболее подходя-
щих значений координат сдвигов ,u v  может быть 

сформулирована как задача минимизации некоторого 
критерия сходства:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )0 0

0 0
,,

, , , , , , ,
D x yx y

E x y u v a ex y x y u v
∈

= ∑ , (9) 

где ( )0 0,D x y  – заданная область вокруг точки 

( )0 0,x y , а ( ),a x y  – весовая функция, задаваемая в 

указанной области с целью повышения качества со-
поставления. Задача минимизации в данном случае 
может решаться путём перебора всех возможных зна-
чений сдвигов в заданной области.  

При построении процедур сопоставления точек с 
учётом эпиполярных ограничений необходимо учи-
тывать, по крайней мере, следующие факторы, ока-
зывающие влияние на качество сопоставления: 
- проективные искажения; 
- неточность определения координат точек, принадлежа-
щих эпиполярным линиям, вследствие дискретизации. 

С учётом этого зададим весовую функцию ( ),a x y  в 

(9) в виде произведения трёх коэффициентов: 

( ), c d fa w w wx y = ⋅ ⋅ , (10) 

где cw , dw  – коэффициенты, учитывающие влияние 

проективных искажений, а fw  – коэффициент, обес-

печивающий «попадание» точки на эпиполярную ли-
нию. Эти коэффициенты также являются функциями 

( ),x y  в области ( )0 0,D x y , но для упрощения мы 

опускаем эти обозначения. 
Будем строить процедуры формирования этих ко-

эффициентов так, чтобы увеличение каждого из них 
было направлено на уменьшение влияния указанных 
выше искажающих факторов, т.е. так, чтобы увеличе-
ние a(x,y) в целом, как правило, приводило к улучше-
нию качества сопоставления. 

Для ослабления влияния проективных искажений 
коэффициенты dw , cw  зададим в виде 

( ) ( ){ } ( )2

0 0exp , , ,, ,dw x y Dx y x y= − − ∈  (11) 

( ) ( ){ } ( )2

1 0 0 1exp , ,, ,cw I x y I Dx y x y= − − ∈ . (12) 

Множитель (11) – dw  повышает вес центральных 

значений. Необходимость такого взвешивания объяс-
няется следующим. Дело в том, что характер проек-
тивных искажений для соответствующих точек на сте-
реоизображениях может быть существенно различ-
ным, притом эти различия возрастают по мере удале-
ния от центральных точек фрагментов. В работе [17] 
для снижения влияния этого фактора применялись 
фрагменты с размерами в направлении, перпендику-
лярном эпиполярной линии, равными одному межпик-
сельному расстоянию.  

Введение коэффициента dw  обеспечивает похожее 

компромиссное решение: не отказываясь от использо-
вания всей информации на фрагменте, мы фактически 
уменьшаем размер эффективной площади фрагмента.  

Множитель (12) – cw  выполняет ту же функцию, 

однако для этого используется информация о значени-
ях яркостей отсчётов. Во-первых, это позволяет рас-
ширить эффективную область сопоставления фраг-
ментов в ситуациях, когда функция распределения яр-
кости в окрестности точки ( )0 0,x y  достаточно глад-

кая. Во-вторых, снижение влияния проективных иска-
жений с помощью только одного коэффициента dw  

обычно недостаточно, поскольку априорная информа-
ция о размерах области существенных проективных 
искажений, как правило, отсутствует. 

Указанные весовые коэффициенты были предложе-
ны в работе [16], однако там отсутствовал коэффициент, 
отвечающий за соблюдение эпиполярных ограничений. 
Аналогичные весовые функции также рассматривались 
в работе [18], где они имели форму пирамиды. Кроме 
того, для учёта эпиполярных ограничений мы вводим 
также весовой коэффициент близости к эпиполярной 
линии. Процедура строится следующим образом. 

Используется тот факт, что каждой точке ( ),x y  на 

первом изображении соответствует эпиполярная прямая 
0ax by c′ ′+ + =  на втором: 

( )
11 12 13

21 22 23

31 32 33

,

1

F F F x a

F F F y bx y

F F F c

    
    → =    

    
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, (13) 

0 11 0 12 13

0 21 0 22 23

0 31 0 32 33

,

,

.

a x F y F F

b x F y F F

c x F y F F

= + +
= + +
= + +

 (14) 

Расстояние от точки ( ),x y′ ′  на втором изображении 

до эпиполярной прямой l′ , соответствующей точке 
( ),x y  на первом изображении, определяется как 

( )( )
2 2

,,
ax by c

d lx y
a b

′ ′+ +′′ ′ =
+

. (15) 

Поскольку координаты отсчётов – целые числа, 
попадание точки, координаты которой вычислены по 
соотношению (15), точно на эпиполярную линию – 
маловероятное событие. Поэтому указанные эпипо-
лярные ограничения при сопоставлении точек с ис-
пользованием критерия (9) будем учитывать в виде 
дополнительного множителя fw : 

( )( ){ }
2 2

exp , exp,f

ax by c
w d lx y

a b

 ′ ′+ + ′′ ′= − = − 
 + 

.(16) 

Этот коэффициент, по существу, задаёт функцию 
«штрафа» при удалении точки от эпиполярной линии. 

В ситуации, когда фундаментальная матрица не мо-
жет быть вычислена, она определяется по так называе-
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мым «затравочным» соответствующим точкам. Опреде-
ление этих точек осуществляется с использованием 
описанного выше критерия (9–10), за исключением ис-
пользования коэффициента wf, который не может быть 
определён до тех пор, пока не определена фундамен-
тальная матрица.  

3. Описание технологии 

Рассмотрим построение сквозной технологии по-
строения ЦММ по космическим стереоизображениям 
для общего случая, когда фундаментальная матрица 
неизвестна и должна оцениваться по самим стерео-
изображениям. В этом случае технология включает 
следующие основные этапы: 

1. Предварительное сопоставление изображений. 
2. Построение фундаментальной матрицы. 
3. Окончательное сопоставление изображений. 
4. Построение карты диспарантности и ЦММ.  
Рассмотрим эти этапы более детально. 
1. Предварительное сопоставление изображений 

состоит в нахождении множества соответствующих 
точек, расположенных по полю изображения так, что-
бы исключить линейную зависимость координат этих 
точек. Процедура строится в виде иерархической схе-
мы вычислений. Для обоих видов формируется так на-
зываемая «пирамида изображений», которая представ-
ляет собой набор изображений, полученных уменьше-
нием разрешения в два раза по обеим координатам. 
Таким образом, на N-м уровне пирамиды формируется 
изображение, разрешение которого в 2N раз меньше 
исходного разрешения. 

На первом шаге алгоритма обрабатывается изобра-
жение с наименьшим разрешением. При этом началь-
ный сдвиг принимается равным нулю. На каждом по-
следующем этапе «разрешение» полученного сдвига 
увеличивается вдвое. При этом значения координат 
сдвига также удваиваются. При поиске соответствия 
уточняется уже имеющийся сдвиг. Такая процедура 
выполняется до получения соответствий на исходных 
изображениях. 

2. Построение фундаментальной матрицы. Ме-
тод и алгоритм её определения с использованием 
метода согласованной идентификации описан в ра-
боте [19]. Для её определения используются соот-
ветствующие точки, найденные на предыдущем 
этапе. Основное требование на этом этапе – поме-
хоустойчивость, т.к. точность определения фунда-
ментальной матрицы определяет успешность реа-
лизации последующих этапов технологии. 

В данном случае по координатам соответствующих 
точек формируется переопределённая система уравне-
ний (7). Затем осуществляется нормализация координат, 
заключающаяся в следующем. Сначала координаты 
всех точек смещают таким образом, чтобы среднее этих 
координат оказалось в точке (0,0). Затем значения 
координат масштабируют таким образом, чтобы 

среднее расстояние от точек до нуля стало равным 2 . 
Необходимо подчеркнуть, что теоретически ранг 

фундаментальной матрицы всегда равен двум. Если в 

результате решения задачи идентификации её ранг ока-
зался равным трём, производится SVD-разложение. 
Наименьшее по абсолютной величине собственное зна-
чение в полученном разложении мы заменяем нулём и 
перемножаем компоненты SVD-разложения. Получен-
ная в результате матрица будет незначительно отли-
чаться от первоначально оцененной, но при этом будет 
удовлетворять необходимым условиям. 

3. Окончательное сопоставление изображений. 
На этом этапе сопоставление выполняется с учётом 
эпиполярных ограничений так, как описано в разделе 
2. Как и на первом этапе, сопоставление производит-
ся иерархически. Особенность состоит в том, что на 
каждой итерации иерархического сопоставления ко-
ординаты, используемые для определения близости к 
эпиполярным линиям, приводятся к координатам ис-
ходных изображений. При этом для N-го уровня пи-
рамиды соотношения (14) и (16) принимают следую-
щий вид: 

0 11 0 12 13

0 21 0 22 23

0 31 0 32 33

2 2 ,

2 2 ,

2 2 ,

N N

N N

N N

a x f y f f

b x f y f f

c x f y f f

= + +

= + +

= + +

 (17) 

2 2

2 2
exp

N N

f

ax by c
w

a b

 ′ ′+ + = − 
 + 

. (18) 

4. Построение карт диспарантности и ЦММ. Как 
указано выше, описанная технология может приме-
няться в общем случае, когда априорная информация 
о параметрах камер отсутствует. Заметим, что при 
этом отсутствует возможность точного восстановле-
ния 3D-координат ЦММ. В этом случае технология 
завершается построением карты диспарантности, т.е. 
формированием изображения, яркости пикселов 
которого соответствуют разностям координат 
соответствующих точек на стереопаре. 

Заметим, что при наличии дополнительной инфор-
мации о параметрах съёмки некоторые этапы могут 
быть исключены из описанной выше технологии. На-
пример, если известны координаты точек геопривязки, 
первый этап предварительного сопоставления не требу-
ется, а фундаментальная матрица может быть найдена 
исходя из этих координат. Аналогично в случае, когда 
точно известны параметры камер (внутренние и внеш-
ние), необходимость в идентификации фундаменталь-
ной матрицы отсутствует, поскольку она может быть 
точно найдена на основе этих параметров. 

4. Примеры реконструкции ЦММ 

Для сравнения с исходным алгоритмом SimpleFlow 
был проведён эксперимент на наборе тестовых стерео-
изображений «Tsukuba» для двух видов съёмки: при 
дневном свете и при освещении направленным светом. 
В роли количественной меры было выбрано число пик-
селов карты диспарантности, не являющихся окклю-
зиями и отличающихся от истинных более чем на 10 %. 
В табл. 1 приведено число таких пикселов, вычислен-
ных по карте диспарантности, полученной в результате 
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обработки алгоритмом SimpleFlow и предлагаемым ал-
горитмом. В скобках после абсолютного числа пикселей 
приведено также их относительное число в процентах к 
общему числу оцениваемых пикселов. 

Таблица 1. Число ошибочных соответствий 

Условия съёмки Предлагаемый 
метод 

SimpleFlow 

Дневной свет 19 191 (~8,3%) 21 187 (~9,1%) 
Направленный свет 15 645 (~6,7%) 21 088 (~9,1%) 
На рис. 2а и б приведены исходные космические 

стереоизображения, на которых проводились экспе-
рименты.  

а)  

б)  
Рис. 2. Исходная пара стереоизображений 

Эксперименты по проверке качества сопоставле-
ния проводились в два этапа: предварительное сопос-
тавление (фундаментальная матрица неизвестна) и 

окончательное сопоставление с учётом эпиполярных 
ограничений, задаваемых фундаментальной матри-
цей. 

Предварительное сопоставление изображений 
производилось с использованием описанной выше 
технологии с числом уровней пирамиды (включая ис-
ходное изображение), равным четырем. В качестве 
параметров для сопоставления были выбраны сле-
дующие значения: 

- размер окна сопоставления – 11×11 пикселов; 
- размер области поиска соответствий на каждом 

уровне пирамиды – 9×9 пикселов. 
На этапе окончательного сопоставления эпипо-

лярные ограничения задавались фундаментальной 
матрицей: 

5 5

4 6

6,73 10 6,56 10 5,94

1,22 10 6.25 10 0,65

5,98 0,62 1

F

− −

− −

 
 =  
 


− ⋅ −
⋅ −



⋅ −
⋅ , 

которая была оценена по соответствующим точкам, по-
лученным на этапе предварительного сопоставления. 

На рис. 3а и б приведён фрагмент одного (левого) 
изображения стереопары с нанесёнными на него 
светлыми линиями, иллюстрирующими величины и 
направления ошибок сдвигов, найденных при сопос-
тавлении точек на стереопарах. На рис. 3а показан 
результат предварительного сопоставления, а на 
рис. 3б – результат сопоставления с учётом эпипо-
лярных ограничений. Нетрудно заметить, что боль-
шинство векторов сдвигов после предварительного 
сопоставления направлено хаотично, что свидетель-
ствует о большом числе ошибок сопоставления. 

Поскольку в экспериментах использовались сте-
реоизображения, параметры съёмки которых неиз-
вестны, отсутствовала возможность полного и точно-
го восстановления трёхмерной сцены. Поэтому соот-
ветствующая трёхмерная сцена на рис. 4б представ-
лена в относительных высотах. 

Работоспособность разработанной технологии 
проверялась также на имеющихся в открытом досту-
пе тестовых изображениях «Пентагон» (рис. 5). 

а)   б)  
Рис. 3. Изображения с нанесёнными результатами сопоставления точек: а) на предварительном этапе; б) с учётом 

эпиполярных ограничений (светлые линии означают сдвиги между соответствующими точками) 
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а)   б)  
Рис. 4. а) Карта диспарантности, б) восстановленная ЦММ

а)  б)  

в)  г)  
Рис. 5. Тестовая стереопара «Пентагон»:  

 а, б) исходные изображения,  
в) карта диспарантности, г) восстановленная ЦММ 

Заключение 

Показано, что предложенная информационная 
технология сопоставления стереоизображений, осно-
ванная на использовании эпиполярных ограничений, 
задаваемых фундаментальной матрицей, обеспечива-
ет достаточно высокое качество сопоставления и по-
следующего формирования цифровой модели мест-
ности. Построение разработанной информационной 
технологии в виде быстродействующей иерархиче-
ской схемы вычислений создаёт предпосылки для 
реализации программного обеспечения построения 
ЦММ в CUDA-среде в реальном времени. 
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INFORMATION TECHNOLOGY FOR DIGITAL TERRAIN MODEL RE CONSTRUCTION 
 FROM STEREO IMAGES 

V.A. Fursov, Ye.V. Goshin 

Image Processing Systems Institute, Russian Academy of Sciences, 
Samara State Aerospace University 

Abstract 
This paper considers an information technology of digital terrain model (DTM) reconstruction 

from the pair of stereo images. For the case when the camera parameters are known, image match-
ing algorithms based on epipolar constraints are thoroughly considered. In the matching we use 
weight coefficients as a penalty function for distance from the matching point to the epipolar line. 
Implementation of the technology when cameras’ parameters are not known is also considered. At 
the initial stage the problem of identification of the fundamental matrix from the corresponding 
points is solved. The major advantage of the proposed technology is the lack of the image rectifi-
cation stage. This improves the reliability of the matching. The results of the proposed technology 
application for the DTM reconstruction from remote sensing stereo images are given. 

Key words: stereoimages, image matching, digital terrain model, disparity map, conformed 
identification, fundamental matrix, epipolar geometry. 
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